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1. Вступ. В алгебрi комплексних чисел C функцiя F : C −→ C нази-
вається моногенною в точцi ξ0 ∈ C, якщо iснує скiнченна границя
lim
ξ→ξ0
F (ξ)− F (ξ0)
ξ − ξ0
. (1)
При цьому границя (1) називається похiдною функцiї F в точцi ξ0. Фун-
кцiя, яка є моногенною в усiх точках областi D ⊂ C, називається голо-
морфною в цiй областi (див. [1]).
Встановленню послаблених умов голоморфностi функцiй комплексної
змiнної присвяченi роботи Х. Бора [2], Х. Радемахера [3], Д.Є. Меньшова
[4, 5, 6], В.С. Федорова [7], Г.П. Толстова [8], Ю.Ю. Трохимчука [9, 10],
Г.Х. Синдаловського [11], Є.П. Долженко [12], Д.С. Теляковського [13],
М.Т. Бродович [14].
Наведемо тут одну з умов Меньшова, яку, зберiгаючи позначення ав-
тора, називають умовою K ′′′, а саме: кажуть, що функцiя F (ξ) задоволь-
няє умову K ′′′ в точцi ξ0, якщо iснує границя (1), де ξ належить або
об’єднанню будь-яких двох рiзних прямих, що перетинаються в точцi
ξ0, або об’єднанню будь-яких трьох попарно неколiнеарних променiв з
початком у точцi ξ0.
Д.Є. Меньшов [4, 5, 6] показав достатнiсть виконання умови K ′′′ в
кожнiй точцi областi D (за винятком не бiльш нiж зчисленної кiлькостi
точок областi D) для конформностi вiдображення F у випадку, коли
1
F : D → C — неперервна однолиста функцiя. Ю.Ю. Трохимчук [9] зняв
умову однолистостi функцiї F , довiвши при цьому наступну теорему.
Теорема Меньшова–Трохимчука. Якщо функцiя F : D → C непе-
рервна в областi D i в кожнiй її точцi, за винятком не бiльш нiж зчи-
сленної їх кiлькостi, виконується умова K ′′′, то функцiя F голоморфна
в областi D.
А.В. Бондар [15, 16] довiв аналог цiєї теореми для функцiй, заданих
в багатовимiрному комплексному просторi Cn, при цьому ним доведе-
но, що для голоморфностi функцiї достатньо неперервностi цiєї функцiї
та iснування i рiвностi похiдної Фреше вздовж 2n спецiально вибраних
напрямiв. А.В. Бондар [16] i В.I. Сiрик [17] довели також для функцiй,
заданих в Cn, аналоги iншої теореми Меньшова–Трохимчука, в якiй ви-
користовується певна умова збереження кутiв. О.С. Грецький [18] уза-
гальнив згаданi тут результати А.В. Бондаря на вiдображення банахових
просторiв.
Метою даної роботи є послаблення умов моногенностi для функцiй,
що приймають значення в однiй з тривимiрних комутативних алгебр над
полем комплексних чисел. При цьому моногеннiсть функцiї розумiється
як поєднання її неперервностi з iснуванням похiдної Гато.
2. Моногеннi функцiї в тривимiрнiй комутативнiй гармонi-
чнiй алгебрi з двовимiрним радикалом. Розглянемо тривимiрну ко-
мутативну асоцiативну банахову алгебру A3 з одиницею 1 над полем C,
базисом якої є трiйка {1, ρ, ρ2}, i при цьому виконується рiвнiсть ρ3 = 0.
Визначимо евклiдову норму елемента алгебри рiвнiстю
‖a+ bρ+ cρ2‖ :=
√
|a|2 + |b|2 + |c|2 , a, b, c ∈ C .
Алгебра A3 має єдиний максимальний iдеал I := {λ1ρ+λ2ρ
2 : λ1, λ2 ∈
C} який є також її радикалом.
Оскiльки ядром лiнiйного вiдображення f : A3 → C, що визначається
рiвнiстю
f(a+ bρ+ cρ2) = a , (2)
є максимальний iдеал I, то f є неперервним мультиплiкативним фун-
кцiоналом (див. [19, с. 135]).
Зафiксуємо спочатку дiйсний тривимiрний пiдпростiр E3 := {ζ =
xe1 + ye2 + ze3 : x, y, z ∈ R} ⊂ A3, де вектори e1, e2, e3 — лiнiйно неза-
лежнi над полем дiйсних чисел R, проте, взагалi кажучи, не утворюють
базис алгебри A3 . На вибiр пiдпростору E3 накладемо лише одну вимогу:
образом E3 при вiдображеннi f є вся комплексна площина (див. [20, 21]).
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Важливими з точки зору застосувань прикладами таких пiдпросторiв
є пiдпростори, побудованi на гармонiчних базисах {e1, e2, e3} алгебри A3 ,
що задовольняють рiвнiсть e21+e
2
2+e
2
3 = 0 (див. [22, 23]). Iснування гармо-
нiчних базисiв в комутативнiй алгебрi є iстотною передумовою побудови
розв’язкiв тривимiрного рiвняння Лапласа у виглядi компонент розкла-
ду диференцiйовних функцiй за векторами базису (див. [24, 25, 22]).
Добре вiдомо, що iснують рiзнi типи диференцiйовностi вiдображень
в лiнiйних нормованих просторах. Насамперед, використовуються силь-
на дифекренцiйовнiсть за Фреше i слабка диференцiйовнiсть за Гато
(див., наприклад, [19]), при цьому вiдповiднi похiднi Фреше i Гато визна-
чаються як лiнiйнi оператори. Для функцiї, заданої в областi скiнченно-
вимiрної комутативної асоцiативної алгебри, Г. Шефферс [26] розглядав
похiдну, яка розумiється як функцiя, визначена в тiй самiй областi. Уза-
гальнюючи такий пiдхiд на випадок довiльної комутативної банахової
алгебри, Е.Р. Лорх [27] ввiв сильну похiдну функцiї, яка також розумiє-
ться як функцiя, визначена в тiй же областi, що i сама функцiя.
Функцiя Φ : Ω → A3 називається диференцiйовною за Лорхом в
областi Ω ⊂ E3, якщо для кожної точки ζ ∈ Ω iснує елемент алгебри
Φ′L(ζ) ∈ A3 такий, що для кожного ε > 0 iснує δ > 0 таке, що для всiх
h ∈ E3, для яких ‖h‖ < δ, виконується нерiвнiсть:
‖Φ(ζ + h)− Φ(ζ)− hΦ′L(ζ)‖ ≤ ‖h‖ε. (3)
Похiдна Лорха Φ′L(ζ) є функцiєю змiнної ζ , тобто Φ
′
L : Ω → A3. При
цьому вiдображення Bζ : E3 → A3, задане рiвнiстю Bζh = hΦ
′
L(ζ), є
обмеженим лiнiйним оператором. Отже, функцiя Φ, диференцiйовна за
Лорхом в областi Ω, має похiдну Фреше Bζ в кожнiй точцi ζ ∈ Ω. Оберне-
не твердження загалом не вiрне (див. приклад в монографiї [19, с. 116]).
Використовуючи диференцiал Гато, I.П. Мельниченко [25] запропо-
нував розглядати похiдну Гато також як функцiю, визначену в тiй же
областi, що i сама функцiя.
Якщо для функцiї Φ: Ω −→ A3, заданої в областi Ω ⊂ E3 , у кожнiй
точцi ζ ∈ Ω iснує елемент алгебри Φ′G(ζ) ∈ A3 такий, що
lim
δ→0+0
(Φ(ζ + δh)− Φ(ζ)) δ−1 = hΦ′G(ζ) ∀h ∈ E3 , (4)
то функцiю Φ′G : Ω −→ A3 будемо називати похiдною Гато функцiї Φ .
Очевидно, що з iснування сильної похiдної Лорха Φ′L(ζ) випливає
iснування слабкої похiдної Гато Φ′G(ζ) i рiвнiсть Φ
′
L(ζ) = Φ
′
G(ζ), проте
з iснування похiдної Фреше Bζ не випливає iснування похiдної Φ
′
G(ζ), що
демонструє згаданий вище приклад з монографiї [19, с. 116].
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Розглянемо тепер поняття моногенної функцiї.
Функцiю Φ: Ω −→ A3 називаємо моногенною в областi Ω ⊂ E3 , якщо
Φ є неперервною i має похiдну Гато в кожнiй точцi областi Ω (див. [23,
28, 29]).
Хоча з iснування похiдної Гато Φ′G(ζ) не випливає iснування похiдної
Лорха Φ′L(ζ) , але моногеннi функцiї Φ: Ω −→ A3 в областi Ω ⊂ E3 є
диференцiйовними за Лорхом у цiй областi. Це випливає з представлення
моногенних функцiй Φ(ζ), ζ ∈ Ω , через голоморфнi функцiї комплексної
змiнної f(ζ), встановленого в роботi [23].
В роботi [30] послабено одну з умов моногенностi, а саме: показано,
що за умови iснування похiдної Гато у функцiї Φ : Ω −→ A3 в усiх точках
областi Ω ⊂ E3 неперервнiсть функцiї Φ можна замiнити її локальною
обмеженiстю в областi Ω .
3. Аналог теореми Меньшова–Трохимчука для моногенних
функцiй в алгебрi A3. Введемо деякi позначення. Перетином радикалу
алгебри A3 з лiнiйним простором E3 є множина необоротних елементiв,
що належать E3. Цiєю множиною є деяка пряма L := {c l : c ∈ R}, де
через l ∈ E3 позначено напрямний вектор прямої L. Прообразом довiль-
ної точки ξ ∈ C в E3 при вiдображеннi f є пряма L
ζ := {ζ + c l : c ∈ R},
де ζ — деякий елемент iз E3 такий, що ξ = f(ζ). Очевидно, що пряма L
ζ
паралельна прямiй L.
Зазначимо, що тут i надалi до об’єктiв з E3 застосовуються геоме-
тричнi поняття (паралельнiсть, опуклiсть в напрямку прямої тощо), якi,
строго кажучи, мають сенс по вiдношенню до конгруентних прообразiв
цих об’єктiв у R3 при взаємно однозначнiй вiдповiдностi ζ = xe1+ye2+ze3
мiж елементами ζ ∈ E3 i точками (x, y, z) ∈ R
3.
Нехай область Ω ⊂ E3 є опуклою в напрямку прямої L (область нази-
вається опуклою в напрямку прямої, якщо вона мiстить кожен вiдрiзок,
який з’єднує двi точки областi i паралельний цiй прямiй).
Розглянемо наступний гiперкомплексний аналог умови МеньшоваK ′′′
в алгебрi A3 для функцiй Φ : Ω→ A3, визначених в областi Ω ⊂ E3.
Означення 1. Будемо говорити, що функцiя Φ : Ω → A3 задовольняє
умову K ′′′
A3,E3
в точцi ζ ∈ Ω, якщо iснує елемент Φ∗(ζ) ∈ A3 такий, що
рiвнiсть
lim
ε→0, ε∈R
(Φ(ζ + εh)− Φ(ζ)) ε−1 = hΦ∗(ζ) (5)
виконується для трьох векторiв h, а саме: векторiв h1, h2, l, що утво-
рюють базис в просторi E3.
Зауважимо, що у випадку, коли функцiя Φ : Ω → A3 задовольняє
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умову K ′′′
A3,E3
в рiзних точках областi Ω ⊂ E3, набiр векторiв h1, h2 може
бути рiзним в рiзних точках цiєї областi.
Лема 1. Нехай область Ω ⊂ E3 є опуклою в напрямку прямої L i непе-
рервна в Ω функцiя Φ : Ω→ A3 має вигляд Φ(ζ) = ρ
2Φ2(ζ), де Φ2(ζ) ∈ C,
i задовольняє умову K ′′′
A3,E3
в усiх точках ζ ∈ Ω, крiм не бiльш нiж
зчисленної множини точок. Тодi Φ2(ζ) = F2(f(ζ)), де F2 : D → C —
голоморфна функцiя в областi D, яка є образом областi Ω при вiдобра-
женнi f .
Доведення. Нехай ζ ∈ Ω— довiльна точка, в якiй функцiя Φ задовольняє
умову K ′′′
A3,E3
. Запишемо рiвнiсть (5) для функцiї Φ(ζ) = ρ2Φ2(ζ):
lim
ε→0, ε∈R
ρ2 (Φ2(ζ + εh)− Φ2(ζ)) ε
−1 = hΦ∗(ζ) (6)
i зазначимо, що вона виконується при h ∈ {h1, h2, l}.
Пiдставимо h = h1 у рiвнiсть (6) i з урахуванням того, що h1 є оборо-
тним елементом алгебри A3, отримаємо
Φ∗(ζ) = ρ
2 h−11 lim
ε→0, ε∈R
(Φ2(ζ + εh1)− Φ2(ζ)) ε
−1 =: ρ2Ψ(ζ). (7)
Пiсля пiдстановки виразу (7) для Φ∗ в рiвнiсть (6) вона набуде вигля-
ду
lim
ε→0, ε∈R
ρ2 (Φ2(ζ + εh)− Φ2(ζ)) ε
−1 = hρ2Ψ(ζ). (8)
Тепер пiсля пiдстановки в (8) значення h = l отримаємо нуль в пра-
вiй частинi рiвностi (8). Звiдси випливає, що похiдна функцiї Φ2 вздовж
прямої Lζ дорiвнює нулю всюди, крiм не бiльш нiж зчисленної множини
точок. Тодi за теоремою 9 з монографiї Ю.Ю. Трохимчука [10, с. 103]
функцiя Φ2 є сталою на перетинi областi Ω з прямою L
ζ (при цьому пе-
ретини областi Ω з усiма прямими Lζ є зв’язними внаслiдок опуклостi
областi Ω в напрямку прямої L). Отже, функцiя Φ2 може бути представ-
лена у виглядi Φ2(ζ) = F2(f(ζ)), де F2 : D → C — деяка неперервна в
областi D функцiя.
Доведемо, що функцiя F2 голоморфна в областi D.
Спочатку зазначимо, що наслiдком означення (2) функцiонала f є
рiвнiсть
ρ2 hΨ(ζ) = ρ2 f(h)f(Ψ(ζ)).
Тому, позначаючи при цьому ξ := f(ζ), переписуємо рiвнiсть (8) у виглядi
ρ2 lim
ε→0, ε∈R
(F2(ξ + εf(h))− F2(ξ)) ε
−1 = ρ2 f(h)f(Ψ(ζ)). (9)
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Оскiльки вирази бiля ρ2 в обох частинах рiвностi (9) приймають ком-
плекснi значення, то з єдиностi розкладу елемента алгебри за базисом
випливає рiвнiсть
lim
ε→0, ε∈R
(F2(ξ + εf(h))− F2(ξ)) ε
−1 = f(h)f(Ψ(ζ)),
яка виконується при h ∈ {h1, h2}.
Звiдси випливають рiвностi
f(Ψ(ζ)) = lim
ε→0, ε∈R
(F2(ξ + εt1)− F2(ξ)) (εt1)
−1 =
= lim
ε→0, ε∈R
(F2(ξ + εt2)− F2(ξ)) (εt2)
−1,
де t1 := f(h1), t2 := f(h2).
Отже, в кожнiй точцi областi D, за винятком не бiльш нiж зчисленної
їх кiлькостi, iснують похiднi функцiї F2 вздовж двох рiзних прямих i
цi похiднi рiвнi, а це означає, що неперервна функцiя F2 задовольняє
умову K ′′′ Меньшова. Тодi з теореми Меньшова–Трохимчука випливає
голоморфнiсть функцiї F2 в областi D.
Кожен елемент a+ bρ+ cρ2, a, b, c ∈ C, за умови a 6= 0 має обернений
елемент, розклад якого за базисом {1, ρ, ρ2} визначається рiвнiстю
(a+ bρ+ cρ2)−1 =
1
a
−
b
a2
ρ+
(
b2
a3
−
c
a2
)
ρ2 .
Використовуючи цей розклад, легко виписати розклад за базисом
{1, ρ, ρ2} головного продовження голоморфної функцiї F : D → C в
область Π := {ζ ∈ E3 : f(ζ) ∈ D}, яка очевидно є нескiнченним цилiн-
дром, твiрнi якого паралельнi прямiй L:
1
2pii
∫
γ
F (t)(t− ζ)−1 dt = F (f(ζ)) + (a1x+ b1y + c1z)F
′(f(ζ)) ρ+
+
(
(a2x+ b2y + c2z)F
′(f(ζ)) +
(a1x+ b1y + c1z)
2
2
F ′′(f(ζ))
)
ρ2
∀ζ = xe1 + ye2 + ze3 ∈ Π , (10)
де i — уявна комплексна одиниця, замкнена жорданова спрямлювана
крива γ лежить в областi D i охоплює точку f(ζ) = a0x + b0y + c0z, а
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комплекснi сталi ak, bk, ck при k = 0, 1, 2, — це коефiцiєнти з розкладiв
елементiв e1, e2, e3 за базисом {1, ρ, ρ
2}:
e1 = a0 + a1ρ+ a2ρ
2,
e2 = b0 + b1ρ+ b2ρ
2,
e1 = c0 + c1ρ+ c2ρ
2.
Розклад (10) узагальнює аналогiчний розклад, отриманий в теоремi 1.7
з [22] при додатковому припущеннi, що e1 = 1.
Лема 2. Нехай область Ω ⊂ E3 є опуклою в напрямку прямої L, фун-
кцiя Φ : Ω → A3 є неперервною в Ω i задовольняє умову K
′′′
A3,E3
в усiх
точках ζ ∈ Ω , крiм не бiльш нiж зчисленної множини точок. Тодi при
всiх ζ ∈ Ω справедливе представлення
Φ(ζ) =
1
2pii
∫
γ
(
F0(ξ) + F1(ξ)ρ+ F2(ξ) ρ
2
)
(ξ − ζ)−1 dξ , (11)
де F0, F1, F2 — деякi функцiї, голоморфнi в областi D, яка є образом
областi Ω при вiдображеннi f .
Доведення. При ζ ∈ Ω розглянемо розклад Φ(ζ) за базисом {1, ρ, ρ2}:
Φ(ζ) = Φ0(ζ) + Φ1(ζ)ρ+ Φ2(ζ)ρ
2.
Функцiя ρ2Φ(ζ) = ρ2Φ0(ζ) є неперервною в Ω i задовольняє умову K
′′′
A3,E3
в усiх точках ζ ∈ Ω, крiм не бiльш нiж зчисленної множини точок. Тодi
з леми 1 випливає, що Φ0(ζ) = F0(f(ζ)), де F0 — голоморфна функцiя в
областi D, яка є образом областi Ω при вiдображеннi f .
Як випливає з рiвностi (10), першi компоненти в розкладах за базисом
{1, ρ, ρ2} функцiй Φ(ζ) i 1
2pii
∫
γ
F0(ξ)(ξ − ζ)
−1 dξ спiвпадають в областi Ω.
Тому справедлива рiвнiсть
Φ(ζ)−
1
2pii
∫
γ
F0(ξ)(ξ − ζ)
−1 dξ = Φ11(ζ) ρ+ Φ12(ζ) ρ
2 ∀ζ ∈ Ω, (12)
де Φ11, Φ12 — деякi комплекснозначнi неперервнi в Ω функцiї.
Тодi функцiя ρ(Φ11(ζ)ρ + Φ12(ζ)ρ
2) = ρ2Φ11(ζ) є неперервною в Ω i
задовольняє умову K ′′′
A3,E3
в усiх точках ζ ∈ Ω, крiм не бiльш нiж зчи-
сленної множини точок. Отже, за лемою 1 маємо Φ11(ζ) = F1(f(ζ)), де
F1 — голоморфна функцiя в областi D.
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Далi так, як i при доведеннi рiвностi (12), отримуємо рiвнiсть
Φ11(ζ) ρ+Φ12(ζ) ρ
2− ρ
1
2pii
∫
γ
F1(ξ)(ξ − ζ)
−1 dξ = Φ22(ζ) ρ
2 ∀ζ ∈ Ω, (13)
де Φ22 — деяка комплекснозначна неперервна в Ω функцiя.
Як наслiдок рiвностей (12), (13), маємо рiвнiсть
Φ(ζ)−
1
2pii
∫
γ
F0(ξ)(ξ − ζ)
−1 dξ−
− ρ
1
2pii
∫
γ
F1(ξ)(ξ − ζ)
−1 dξ = Φ22(ζ)ρ
2 ∀ζ ∈ Ω. (14)
Тепер, спираючись на лему 1, приходимо до рiвностi Φ22(ζ) =
F2(f(ζ)), де F2 — голоморфна функцiя в областi D. Тому справедливими
є також рiвностi
ρ2 Φ22(ζ) = ρ
2 F2(f(ζ)) = ρ
2
1
2pii
∫
γ
F2(ξ)(ξ − ζ)
−1 dξ ∀ζ ∈ Ω . (15)
Нарештi, як наслiдок рiвностей (14), (15), отримуємо представлення
(11).
Основним результатом пункту 3 є наступне твердження.
Теорема 3. Нехай область Ω ⊂ E3 є опуклою в напрямку прямої L,
функцiя Φ : Ω→ A3 є неперервною в Ω i задовольняє умову K
′′′
A3,E3
в усiх
точках ζ ∈ Ω , крiм не бiльш нiж зчисленної множини точок. Тодi:
1) функцiя Φ є моногенною в областi Ω;
2) функцiя Φ продовжується до функцiї, моногенної в областi Π.
Таке продовження єдине i задається рiвнiстю (11) при всiх ζ ∈ Π;
3) моногенне продовження (11) функцiї Φ є диференцiйовним за Лор-
хом в областi Π.
Усi твердження теореми 3 є очевидними наслiдками представлення
(11).
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